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Введение  
Производная по Коши – Фреше определяет-
ся через понятие предела. В работах [1], [2], [3] 
исследуется возможность использования произ-
водной по Каратеодори для построения теории 
дифференциального исчисления. Производная по 
Каратеодори определяется через понятие непре-
рывности. В работе авторов [4] предлагается оп-
ределение производной, в котором не использу-
ется ни понятие предела, ни понятие непрерыв-
ности. Целью настоящей статьи является по-
строение соответствующей теории на основе 
предложенного определения. Для достижения 
указанной цели необходимо решить следующие 
задачи: 
1. Доказать равносильность предлагаемого 
определения и определения Коши – Фреше. 
2. Привести примеры и контрпримеры, то 
есть доказать непосредственно по определению, 
что данная функция имеет (не имеет) производ-
ную в данной точке. 
3. Доказать основные теоремы о дифферен-
цируемых функциях с помощью нового опреде-
ления. 
4. Ввести физическую интерпретацию про-
изводной. 
5. Доказать некоторые теоремы о примене-
нии производной для исследования функций. 
 
1 Основные определения. Равносильность 
классическому определению  
Определение производной как углового ко-
эффициента касательной представляется очень 
естественным.   Конечно,  при  условии,  что  
касательная будет определена достаточно строго 
(и независимо от производной). Здесь и далее 
прямой мы будем называть только такую пря-
мую, которая не параллельна оси Oy . 
Определение 1.1. Пусть A – некоторая 
точка прямой .K  Рассмотрим две различные 
прямые, проходящие через эту точку и отли-
чающиеся от .K  Они образуют две пары вер-
тикальных углов. Угловой окрестностью пря-
мой K  с вершиной A  будем называть ту пару 
вертикальных углов, которая содержит .K  
Определение 1.2. Пусть функция f  опре-
делена на интервале ( ; ).α β  Дугой графика 
функции f, соответствующей интервалу ( ; ),α β  
будем называть множество всех тех точек 
графика, у которых абсциссы принадлежат 
( ; ).α β   
Определение 1.3. Прямая ,K  проходящая 
через точку A графика функции f, называется 
касательной к графику в этой точке, если в лю-
бой угловой окрестности прямой K с вершиной A 
содержится некоторая дуга графика f, прохо-
дящая через A. 
В этом определении используются обычные 
представления о касательной как о прямой, кото-
рая «почти не отличается» от графика функции, 
если рассматривать маленький кусок (дугу) этого 
графика (под большим увеличением). 
Близость   прямых,   проходящих  через   
одну  точку,  определяется   величиной угла,  
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образованного этими прямыми. Понятно, что 
близость прямой к графику функции (к кривой) 
определяется именно угловой окрестностью. 
Определение 1.4. Функция f называется 
дифференцируемой в точке x0, если график 
этой функции имеет касательную в точке с 
абсциссой x0. Угловой коэффициент касательной 
называется производной функции f в точке x0 и 
обозначается 0( ).f x′   
Очевидно, что в определении 1.3 вместо 
произвольной угловой окрестности с вершиной A 
можно рассматривать только угловые окрестно-
сти, порождённые прямыми с угловыми коэффи-
циентами k ε−  и ,k ε+  проходящие через ,A  где 
k  – угловой коэффициент прямой K  и ε  – про-
извольное положительное число. 
Предлагаемое определение, конечно, равно-
сильно классическому. Действительно, пусть 
точка А имеет координаты 0 0( ; ( )).x f x  Точка X  
графика функции f  с координатами ( ; ( ))x f x  
попадёт в угловую ε –окрестность с вершиной А 
прямой K, заданной уравнением 
0 0( ) ( ),y k x x f x= − +  тогда и только тогда, когда 
секущая AX  попадёт в эту окрестность, то есть, 
когда угловой коэффициент прямой AX  отлича-
ется от k  меньше, чем на :ε   
0
0
( ) ( ) .f x f x k
x x
ε− − <−  
Выполнение этого условия для всех точек X, 
принадлежащих ( ; )α β -дуге, проходящей через 
0 0( ; ( )),A x f x  равносильно его выполнению для 
всех x из окрестности ( ; )α β  точки 0.x  
Понятно, что предельный переход никуда 
не исчез. Изменяется лишь форма, в которой 
часть трудностей прячется в достаточно простой 
объект – дугу графика. Вместо того, чтобы пред-
ставлять себе все x из окрестности ( ; )α β  точки 
0x  и проверку для каждого из них известных 
неравенств, предлагается представлять два 
«крупных» объекта – угловую окрестность и ду-
гу графика. 
  
2 Примеры и контрпримеры 
Подчеркнём, что первостепенное значение 
имеет геометрическая наглядность, возможность 
изобразить, построить графики функций, угло-
вые окрестности, дуги графиков, касательные. 
Однако, эти изображения столь же просты, как и 
необходимы, и мы их не приводим ради эконо-
мии места. 
Пример 2.1. Пусть 2( ) ,f x x=  0 1x = . Дока-
жем, что 0 0( ) 2 ,f x x′ =  иначе говоря, докажем, что 
прямая K, имеющая угловой коэффициент 2 и 
проходящая через точку (1;f(1))=(1;1), является 
касательной к графику функции f  в точке (1;1).  
Построим график функции 2( ) .f x x=  Рас-
смотрим произвольное положительное .ε  По-
строим прямые, проходящие через точку (1;1)  и 
имеющие угловые коэффициенты 2 ε−  и 2 .ε+  
Легко найти точки пересечения сторон получен-
ной угловой окрестности с параболой – точки с 
абсциссами 1 ε−  и 1 .ε+  Мы видим дугу графика 
функции ,f  соответствующую интервалу 
(1 ;1 )ε ε− +  и содержащуюся в построенной угло-
вой окрестности. 
Доказательства соответствующих нера-
венств не представляют никаких затруднений. 
Пусть, например, 1 1 .x ε< < +  Тогда 1 2x ε+ < +  и 
2 1 (2 )( 1).x xε− < + −  Следовательно, 2 (2 )( 1) 1x xε< + − +  
то есть на этом интервале график функции лежит 
ниже прямой с угловым коэффициентом 2 .ε+  
Доказательство формулы 0 0( ) 2f x x′ =  для 
произвольного 0x  проводится совершенно ана-
логично. 
Пример 2.2. Пусть 20( ) ( ) .f x x x= −  Докажем, 
что 0( ) 0.f x′ =  
Так как график функции f  получается из 
параболы 2y x=  сдвигом вдоль оси Ox, то график 
функции f  имеет в 0( ;0)x  ту же касательную, 
что и парабола 2y x=  в (0;0),  то есть 0( ) 0.f x′ =  
Контрпример 2.3. Докажем, что функция 
( ) | |f x x=  не имеет производной в нуле (иначе 
говоря, график функции не имеет касательной в 
(0;0) ). 
Предположим противное. Пусть прямая ,K  
заданная формулой ,y kx=  является касательной 
к графику функции f  в точке (0;0).  Предполо-
жим сначала, что 1 1.k− < <  Выберем 1k  и 2k  так, 
чтобы 1 21 1.k k k− < < < <  Тогда угловая окрест-
ность прямой ,K  образованная прямыми 1y k x=  
и 2 ,y k x=  вообще не содержит точек графика .f  
Предположим теперь, что 1.k =  Рассмотрим 
угловую окрестность прямой ,y x=  образован-
ную прямыми 0y=  и 2 .y x=  Эта угловая окре-
стность не содержит никакой дуги графика ,f  
проходящей через (0;0)  (подчеркнём, что дуга 
графика, проходящая через (0;0),  должна соот-
ветствовать интервалу ( ; ),α β  содержащему точ-
ку 0 ). Случаи 1,k<−  1k =−  и 1k >  рассматри-
ваются аналогично. 
 
3 Основные теоремы. Правила вычисле-
ния производной 
Здесь наше изложение напоминает тради-
ционную схему: леммы о бесконечно малых – 
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теоремы о пределах функций – правила вычис-
ления производных, но присутствуют только 
первый и третий этапы. Некоторые записи не-
сколько длиннее, чем при традиционном подходе 
(из-за необходимости записывать уравнения ка-
сательных), однако, почти всегда есть возмож-
ность  всё «увидеть» с помощью простого чер-
тежа. 
Определение 3.1. Функция h(x) называется 
пренебрежимо малой вблизи точки x0, если и 
функция, и её производная равны нулю в точке 
x0, иначе говоря, если график этой функции про-
ходит через точку 0( ;0)A x  и в любой угловой 
окрестности прямой y=0 с вершиной A содер-
жится некоторая дуга графика h. 
Отметим, что использование термина «бес-
конечно малая более высокого порядка, чем …» 
нам кажется нецелесообразным, ввиду отсутст-
вия понятия «бесконечно малая». 
Лемма 3.1 о пренебрежимо малых. Сумма 
пренебрежимо малых пренебрежимо мала. 
Доказательство. Пусть 1( )h x  и 2 ( )h x пре-
небрежимо малы вблизи точки 0.x  Рассмотрим 
произвольную угловую ε -окрестность прямой 
0y=  в точке 0( ;0).x  Так как 1( )h x и 2 ( )h x пре-
небрежимо малы вблизи точки 0 ,x  то в угловой 
2
ε -окрестности прямой 0y=  в точке 0( ;0)x  най-
дётся и дуга графика 1h  и дуга графика 2.h  Тогда 
на общей части интервалов, соответствующих 
этим дугам,  
0 1 0( ) ( ) ( )2 2
x x h x x xε ε− − < < −  
и                 0 2 0( ) ( ) ( ).2 2
x x h x x xε ε− − < < −  
Из этого следует, что  
0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ).x x h x h x x xε ε− − < + < −  
Лемма 3.2 о пренебрежимо малых. Произ-
ведение пренебрежимо малой на ограниченную 
пренебрежимо мало. 
Доказательство. Пусть | ( )|g x M≤  на ин-
тервале 1 1( ; ),α β  содержащем 0 ,x  а функция 
( )h x  пренебрежимо мала вблизи точки 0.x  Рас-
смотрим произвольное положительное число ε  
и угловую 
M
ε -окрестность прямой 0y=  в точке 
0( ;0).x  В этой угловой окрестности найдётся 
дуга графика h, соответствующая некоторому 
интервалу 2 2( ; ).α β  Тогда на пересечении интер-
валов 1 1( ; )α β  и 2 2( ; )α β  имеем: 
0| ( ) ( )| | ( )| | |.h x g x M h x x xε≤ ≤ −  
Мы нашли дугу графика hg, содержащуюся в 
угловой ε-окрестности прямой y=0 с вершиной 
0( ;0).x  
Лемма 3.3 о пренебрежимо малых. Прямая 
,K  проходящая через точку 0 0( ; ( ))A x f x  графи-
ка функции ,f  является касательной к графику 
f  в этой точке тогда и только тогда, когда 
разность ( ) ( )f x K x−  соответствующих функ-
ций является пренебрежимо малой вблизи 0.x  
Доказательство. Заметим, что для любого 
положительного ε  утверждение «дуга ( ; )α β  
графика функции ( ) ( )f x K x−  содержится в уг-
ловой ε -окрестности с вершиной 0( ;0)x  прямой 
0y= » равносильно утверждению «дуга ( ; )α β  
графика функции ( )f x  содержится в  угловой 
ε -окрестности с вершиной 0 0( ; ( ))A x f x  прямой 
K ». Действительно, первое из этих утверждений 
означает выполнение неравенства 
0 0( ) ( ) ( ) ( )x x f x K x x xε ε− − < − < −  на некотором 
интервале ( ; ),α β   содержащем  точку  0 ,x  а  
второе – выполнение на этом же интервале нера-
венства 
0 0 0 0( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).k x x f x f x k x x f xε ε− − + < < + − +  
Осталось учесть, что прямая K с угловым коэф-
фициентом k, проходящая через точку 
0 0( ; ( )),A x f x  имеет уравнение 0 0( ) ( ) ( )K x k x x f x= − +  
и подставить ( )K x  в первое неравенство.  
Следствие 3.1. Если две функции отлича-
ются пренебрежимо мало вблизи 0x  и одна из 
них имеет производную в точке 0 ,x  то вторая 
также имеет производную и причём такую же. 
Действительно, по леммам 3.1 и 3.3 каса-
тельная к графику одной из этих функций в точ-
ке 0x  является касательной и к графику другой. 
Теорема 3.1. Если функция ( )f x  имеет 
производную в точке 0 ,x  то она ограничена на 
некотором интервале, содержащем эту точку. 
Доказательство. Рассмотрим какую-нибудь 
угловую окрестность касательной к графику 
функции f  в точке 0 0( ; ( )).A x f x  Пусть дуга 
( ; )α β  графика f  содержится в этой окрестно-
сти. Так как линейные функции, графики кото-
рых образуют стороны угловой окрестности, ог-
раничены на ( ; ),α β  то и f  (график которой 
лежит между этими сторонами) ограничена на 
( ; ).α β  
Замечание. Линейной мы называем функ-
цию вида .y kx b= +  
Следствие 3.2. Произведение пренебрежи-
мо малой вблизи x0 на дифференцируемую в x0 
является пренебрежимо малой вблизи x0.  
Из этого следствия следует, что произведе-
ние пренебрежимо малой на линейную и произ-
ведение двух пренебрежимо малых является 
пренебрежимо малой.  
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Лемма 3.4. Из дифференцируемости функ-
ции v в точке 0x  и 0( ) 0v x ≠  следует, что 1v  ог-
раничена  на некотором интервале, содержа-
щем x0.  
Доказательство. Обозначим 0 0( ).y v x=  Пусть, 
например, 0 0.y >  Прежде всего, отметим оче-
видный (надо сделать чертёж) факт, что если 
прямая проходит через точку 0 0( ; )A x y  и 0 0,y >  
то на некотором интервале, содержащем точку 
0 ,x  ординаты точек этой прямой будут больше, 
чем 0 .
2
y  Дифференцируемость функции v  в точ-
ке 0x  означает, что у неё есть касательная в со-
ответствующей точке A графика. Рассмотрим 
какую-нибудь угловую окрестность касательной 
в точке .A  Тогда на некотором интервале ( ; ),α β  
содержащем 0 ,x  график функции v  содержится 
в этой угловой окрестности и, следовательно, 
лежит между прямыми – сторонами этой угловой 
окрестности, а стороны (прямые!) лежат выше 
прямой 0 .
2
yy=  Из этого получаем, что в интер-
вале ( ; )α β  выполняется неравенство 0( ) 0
2
yv x > >  
и, следовательно, неравенство 
0
1 20 .
( )v x y
< <  
Далее мы допускаем вольность речи, назы-
вая словом «касательная» и прямую – касатель-
ную и функцию, графиком которой является эта 
прямая. Кроме того, для краткости записей мы 
будем иногда опускать обозначение аргумента 
функции. 
Теорема 3.2. Если функции u  и v  диффе-
ренцируемы в точке x0, то их сумма, разность, 
произведение и частное вблизи точки x0 отли-
чаются пренебрежимо мало от, соответствен-
но, суммы, разности, произведения и частного 
их касательных. (В случае частного u
v
 надо до-
полнительно предполагать, что 0( ) 0v x ≠ ). 
Доказательство. Обозначим через uK  и 
vK  касательные к графикам функций ( )u x  и 
( )v x  в точках с абсциссой 0.x  Обозначим через 
( )uh x  и ( )vh x  разности функций и их касатель-
ных. Тогда ( ) ( ) ( )u uu x K x h x= +  и 
( ) ( ) ( ).v vv x K x h x= +  Имеем: 
( ) ( )u v u vu v K K h h+ − + = +  
(является пренебрежимо малой по лемме 3.1), 
( ) ( )u vuv K K− = ( )( ) ( )u u v v u vK h K h K K+ + − =
u v v u u vh K h K h h= + +  
(является пренебрежимо малой по следствию 3.2 
и лемме 3.1), 
u
v
Ku
v K
− = u u u
v v v
K h K
K h K
+ −+ =
1 1 ( ).u v v u
v
h K h K
v K
⋅ ⋅ −  
Осталось применить доказанную выше ограни-
ченность функций 1
v
 и 1
vK
 на некотором интер-
вале, содержащем 0 ,x  и леммы о пренебрежимо 
малых. 
Теорема 3.3. Если функции u(x) и v(x) диф-
ференцируемы в точке 0 ,x  то их сумма, раз-
ность, произведение и частное дифференцируе-
мо в 0.x  При этом: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 ,u v x u x v x′ ′ ′+ = +  
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 ,u v x u x v x′ ′ ′− = −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 ,uv x u x v x v x u x′ ′ ′= +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
0 0 0 0
0 2
0
u x v x v x u xu x
v v x
′ ′ ′−⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠  
(в случае частного u
v
 надо дополнительно 
предполагать, что 0( ) 0v x ≠ ). 
Доказательство. Найдём производные сум-
мы, разности, произведения и частного касатель-
ных к графикам функций u и v в точках с абсцис-
сой 0 ,x  то есть функций  
0 0 0( ) ( )( ) ( )uK x u x x x u x′= − +  
и  
0 0 0( ) ( )( ) ( ).vK x v x x x v x′= − +  
Согласно предыдущей теореме, полученные фор-
мулы будут  верны  и  для самих функций u и v.  
Для суммы ( ) ( )u vK x K x+  и разности 
( ) ( )u vK x K x−  доказательства очевидны.  
Для произведения:  
( ) ( ) ( )u vP x K x K x= ⋅ =  
0 0 0 0 0 0( ( )( ) ( )) ( ( )( ) ( ))u x x x u x v x x x v x′ ′= − + ⋅ − + =  
0 0 0 0 0 0 0
2
0 0 0
( ( ) ( ) ( ) ( ))( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) .
u x v x v x u x x x u x v x
u x v x x x
′ ′= + − + +
′ ′+ −  
В правой части мы видим уравнение пря-
мой, проходящей через точку 0 0( ; ( ))x P x  (под-
чёркнуто) и функцию, являющуюся пренебре-
жимо малой вблизи x0 (см. пример 2.2). Эта пря-
мая является касательной к графику функции 
( ),P x  а её угловой коэффициент – производной в 
точке x0.  
Доказательство для частного проведём в два 
этапа. Сначала для случая ( ) 1,uK x =  
0( ) ( )vK x k x x b= − +  (мы обозначили 0( )v x′  через 
,k  а 0( )v x  – через b ):  
02
0
1 1( )
( )
k x x
k x x b b b
⎛ ⎞− − − + =⎜ ⎟− + ⎝ ⎠  
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0
2
0
2 2
0 2
0
( )1
( )
1 1( ) .
( )
k x x b
k x x b b
k x x
b k x x b
− −= + =− +
⎡ ⎤⎡ ⎤= − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ − +⎣ ⎦
 
Так как функция, стоящая в правой части, 
пренебрежимо мала вблизи 0x  (см. пример 2.2 и 
лемму 3.4), то прямая 02
1( )ky x x
b b
= − − +  явля-
ется касательной к 
0
1
( )k x x b− +  и, следовательно, 
0
2 2
0 0
( )1 1= .
( ) ( )v
v xk
K k x x b b v x
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′=− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
Для завершения доказательства осталось 
записать u
v
 в виде 1u
v
⋅  и применить формулу 
производной произведения. 
 
4 Физическая   интерпретация   произ-
водной 
Пусть тело S  движется по закону ( ).S S t=  
Мгновенной скоростью 0( )v t  в момент 0t  будем 
называть скорость такого равномерного движе-
ния, закон движения которого ( )s s t=  пренебре-
жимо мало отличается от ( )S S t=  вблизи мо-
мента 0.t  Тогда 0 0( ) ( )S t s t′ ′=  и 
0 0 0( ) ( )( ) ( ).s t v t t t S t= − +  
Из этого следует, что 0 0( ) ( ).v t S t′=  
Заметим, что при классическом введении 
производной мгновенная скорость также опреде-
ляется (а не вычисляется) как предел средней 
скорости. Представления о произвольном дви-
жении как о «почти равномерном» вблизи мо-
мента 0t  кажется более продуктивным  (и  более 
соответствующим  духу  математического  ана-
лиза). 
 
5 Исследование функций 
Используя определение производной как 
углового коэффициента касательной, легко дока-
зать необходимое условие экстремума 
Теорема 5.1. Пусть 0x  – точка экстремума 
функции f. Если f имеет производную в точке 0 ,x  
то эта производная равна нулю. 
Пусть, например, в x0 минимум. Предполо-
жим противное, то есть предположим, что угло-
вой коэффициент k  касательной K  к графику 
f  в точке 0 0( ; ( ))x f x  не равен 0.  Пусть, напри-
мер, 0.k >  Рассмотрим такую угловую окрест-
ность прямой ,K  что угловые коэффициенты 
сторон 1K  и 2K  этой окрестности тоже положи-
тельны. Найдём дугу графика ,f  содержащуюся 
в этой окрестности.  Пусть она соответствует 
интервалу ( ; ),α β  где 0 .xα β< <  Тогда для всех 
x  из  0( ; )xα   точки ( ; ( ))x f x  графика f  лежат 
ниже прямой  0( ),y f x=  то есть 0( ) ( ).f x f x<  
Получено противоречие с предположением, что 
в x0 минимум. 
Подчеркнём, что это доказательство, как и 
многие предыдущие становится «прозрачным» 
только в случае использования аккуратного чер-
тежа. 
Замечание. При определении производной 
как углового коэффициента касательной доста-
точное условие строгого возрастания функции 
(производная строго больше нуля) совершенно 
«очевидно» из геометрических соображений. (В 
каждой точке касательная «идёт вверх», поэтому 
и график функции всё время «идёт вверх», иначе 
говоря, функция строго возрастает), однако, 
строгое доказательство этого факта обычно ис-
пользует теорему Лагранжа, которую, по-
видимому, придётся принять без доказательства. 
 
Заключение 
Предлагаемые доказательства являются 
«геометрически конструктивными», благодаря 
использованию укрупнённого объекта – дуги 
графика. Эти доказательства не более громоздки, 
чем классические и не требуют предварительно-
го доказательства свойств пределов функций. 
Понятие касательной (точнее, функции, графи-
ком которой является касательная) может во 
многом заменить понятие дифференциала, не 
требуя перехода к системе координат, связанной 
с точкой графика. 
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